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APPROXIMATION DES FONCTIONS LISSES SUR CERTAINES
LAMINATIONS
ROMAIN DUJARDIN
Re´sume´. Nous montrons que sur une lamination par surfaces de Riemann localement plonge´e
dans C2, les fonctions C1 sont localement limites uniformes de fonctions C1 de l’espace
ambiant, avec controˆle Lp des de´rive´es le long des feuilles. On en de´duit qu’un courant
domine´ par un courant uniforme´ment laminaire dans C2 est uniforme´ment laminaire.
Introduction
Les laminations par surfaces de Riemann sont des objets devenus usuels en dynamique
holomorphe uni- et multi-dimensionnelle. En dimension complexe 2, toute re´union de graphes
disjoints dans un bidisque forme une telle lamination, souvent appele´e mouvement holomor-
phe.
Il est bien connu que l’holonomie d’un mouvement holomorphe n’est en ge´ne´ral pas lisse,
ce qui est source de difficulte´s. Le proble`me se pose en particulier pour la de´termination de la
structure locale des “courants structuraux” (Sullivan [Su], voir en particulier la note p.236) ou
“courants dirige´s” (Berndtsson-Sibony [BS] et Fornæss-Sibony [FS]) par une telle lamination.
Nous montrons ici le the´ore`me de re´gularite´ suivant pour une lamination par surfaces de
Riemann plonge´e dans un ouvert Ω ⊂ C2 (The´ore`me 2.3). On consultera le paragraphe 2.1
pour la notion de fonction C1 sur une lamination.
The´ore`me 1. Toute fonction de classe C1 sur une telle lamination est limite uniforme de
restrictions de fonctions C1 de l’espace ambiant, avec controle Lp des de´rive´es le long des
feuilles.
Il est a` noter que ce re´sultat ne re´sulte pas directement des the´ore`mes usuels de re´gularite´
des home´omorphismes quasiconformes, qui ne traitent que des de´rive´es transverses aux feuilles
(en particulier nous ne savons pas e´tendre notre the´ore`me au cas des laminations par hyper-
surfaces dans Cn).
Le the´ore`me a une conse´quence sur la structure locale des courants laminaires (The´ore`me
1.1) qui e´tait a` l’origine de ce travail. Nous obtenons en particulier le re´sultat suivant (Corol-
laire 1.2) :
The´ore`me 2. Si T est un courant uniforme´ment laminaire dans Ω ⊂ C2 et S est un courant
positif ferme´ tel que S ≤ T , alors S est uniforme´ment laminaire.
Une motivation pour l’e´tude de la re´gularite´ des laminations par surfaces de Riemann
en dimension 2, et des courants qu’elles supportent, est la question suivante, qui demeure
toujours ouverte :
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Existe t’il une lamination par surfaces de Riemann dans P2 munie d’une mesure transverse
invariante ?
La re´ponse (ne´gative) a` cette question a e´te´ donne´e dans des cas particuliers :
- par Camacho-Lins Neto-Sad [CLS] (voir e´galement Deroin [De]) dans le cas ou` la lam-
ination est subordonne´e a` un feuilletage holomorphe singulier. Ces auteurs utilisent la
construction de Bott d’une connexion plate dans le fibre´ normal a` la lamination, qui doit
pour ceci eˆtre de classe C1.
- Fornæss-Sibony [FS] de´montrent un re´sultat de non existence de telles laminations en
supposant soit une hypothe`se de re´gularite´ transverse sur la lamination (voir e´galement
[HM] dans ce cas), soit une hypothe`se de re´gularite´ sur la mesure transverse. Ceci leur
permet essentiellement de conside´rer le produit T ∧ T , ou` T est le cycle feuillete´ associe´,
pour parvenir a` une contradiction.
Dans les deux cas, c’est un proble`me de re´gularite´ de l’holonomie qui empeˆche l’extension
au cas ge´ne´ral. Les difficulte´s souleve´es sont du meˆme ordre que celles que nous rencontrerons
dans cet article.
1. Mouvements holomorphes et courants
1.1. Mouvements holomorphes. Dans tout l’article, le cadre d’e´tude sera le suivant : on
se donne une famille L de graphes Lα = {w = ϕα(z)} au dessus du disque unite´ D dans C
2,
indexe´e par un parame`tre transverse α ∈ τ , ou` τ ⊂ {0} × D. On supposera de plus que pour
tout α ∈ τ et tout z ∈ D, |ϕα(z)| ≤ 1−ε < 1. En passant a` la cloˆture de la famille de graphes,
on pourra supposer que τ est ferme´e.
Dans un article classique, Man˜e´, Sad et Sullivan [MSS] ont montre´ que l’application d’holonomie
hz,z′ : ({z} × D) ∩ L → (
{
z′
}
× D) ∩ L
est continue et quasiconforme. Une telle application est en ge´ne´ral appele´e mouvement holo-
morphe. La famille de graphes L admet ainsi une structure de lamination par surfaces de
Riemann. Concluant une longue se´rie de travaux, S lodkowski [S l] a de´montre´ qu’un mouve-
ment holomorphe de´fini sur τ admet toujours une extension a` un mouvement holomorphe de
C tout entier. La preuve a` notre avis la plus accessible de ce the´ore`me est celle de Chirka [C].
Apre`s extension, l’holonomie est de´finie dans C et quasiconforme, elle ve´rifie donc une
e´quation de Beltrami
∂h0,z
∂w¯
= µz(w)
∂h0,z
∂w
, |µz(w)| < 1.
Il est connu que z 7→ µz(w) est holomorphe, et donc d’apre`s le lemme de Schwarz, |µz| ≤ |z|.
En particulier le coefficient de Beltrami µz est arbitrairement petit si le temps de vie du
mouvement holomorphe est suffisamment court.
Une conse´quence est que l’application d’holonomie est Ho¨lde´rienne. Il est possible de donner
une preuve directe du caracte`re Ho¨lder de l’holonomie de la fac¸on suivante : si α, β ∈ τ sont
distincts, la fonction
k : s 7→ − log
1
2
|ϕα(s)− ϕβ(s)|
est harmonique et strictement positive. De l’ine´galite´ de Harnack
1− |z|
1 + |z|
≤
k(z)
k(0)
≤
1 + |z|
1− |z|
,
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on de´duit que
2
−2|z|
1−|z| |ϕα(0)− ϕβ(0)|
1+|z|
1−|z| ≤ |ϕα(z)− ϕβ(z)| ≤ 2
2|z|
1+|z| |ϕα(0) − ϕβ(0)|
1−|z|
1+|z| .
Un corollaire est que la constante de Ho¨lder peut eˆtre choisie arbitrairement proche de 1,
quitte a` re´duire le disque de base.
1.2. Courants laminaires et dirige´s. Si µ est une mesure positive finie sur τ , la formule
T =
∫
τ
[Lα]dµ(α)
de´finit un courant positif ferme´ de masse localement finie dans D2 qui est dit uniforme´ment
laminaire et subordonne´ a` la lamination L.
On peut de´finir une autre classe de courants associe´s a` L. Sullivan [Su] de´finit les courants
structuraux –que suivant Sibony, nous appellerons dirige´s– comme le coˆne convexe ferme´
engendre´ par les courants de la forme iδp(dℓ(p)∧dℓ(p)) ou` dℓ(p) est une forme C-line´aire dont
le noyau est TpL, ou` L est une feuille de L et p ∈ L. Dans la situation ci-dessus, on peut
normaliser le choix de dℓ en imposant que dℓ(0, 1) = 1 ; alors si p ∈ Lα, dℓ(p) = dw−ϕ
′
α(z)dz.
On ve´rifie aise´ment que la (1,0) forme dℓ est continue, et un courant positif est dirige´ par L ssi
T ∧ dℓ = 0. Il est clair qu’un courant uniforme´ment laminaire est dirige´. Plus ge´ne´ralement,
tout courant de la forme fT , ou` T est uniforme´ment laminaire et f ∈ L1loc(‖T‖) (‖T‖ de´signe
la mesure trace de T ) est dirige´.
La question que nous nous posons est alors la suivante : est il vrai que tout courant positif
ferme´ dirige´ par un mouvement holomorphe L est uniforme´ment laminaire ? Si L est de classe
C1, le re´sultat se trouve dans [Su]. Dans le cas ge´ne´ral nous n’avons que le re´sultat partiel
suivant.
The´ore`me 1.1. Soit T un courant uniforme´ment laminaire subordonne´ a` une lamination par
graphes au dessus de D. Alors tout courant positif ferme´ de la forme fT , ou` f ∈ L1+εloc (‖T‖),
ε > 0, est uniforme´ment laminaire.
Corollaire 1.2. Si T est uniforme´ment laminaire et S est un courant positif ferme´ tel que
S ≤ T , alors S est uniforme´ment laminaire.
De´monstration. En effet d’apre`s le the´ore`me de Radon-Nikodym il existe une fonction mesurable
0 ≤ f ≤ 1 telle que ‖S‖ = f ‖T‖. Par ailleurs le courant T admet une de´composition polaire
T =
∫
〈t(p), ·〉d ‖T‖ (p),
ou` t(p) est un (1,1) vecteur positif de norme 1, de´fini ‖T‖ presque partout. T e´tant uni-
forme´ment laminaire, le vecteur t(p) est presque partout simple, i.e. de la forme ie∧ e. On en
de´duit aise´ment que S =
∫
〈t(p), ·〉fd ‖T‖ (p) = fT . 
Remarque 1.3. Le re´sultat e´tant de nature locale, le the´ore`me vaut e´galement pour un
courant subordonne´ a` une lamination plonge´e dans une surface complexe.
La preuve du the´ore`me 1.1 que nous pre´sentons maintenant est en quelque sorte une version
rigoureuse du raisonnement heuristique suivant
d(fT ) = 0 =⇒ f constante le long des feuilles.
Elle repose de manie`re cruciale sur le the´ore`me d’approximation 2.3.
4 ROMAIN DUJARDIN
Preuve du the´ore`me. On pose S = fT . Soit χ une fonction continue sur la transversale τ . On
peut prolonger χ en une fonction, toujours note´e χ, constante le long des feuilles.
Lemme 1.4. Le courant χS est ferme´.
De´monstration. Soit φ une 1-forme test. On veut montrer que 〈χS, dφ〉 = 0. Supposons pour
un instant que l’holonomie soit lisse de classe C1. Dans ce cas on peut e´crire
〈χS, dφ〉 = −〈S, dχ ∧ φ〉 =
∫
τ
(∫
Lα
fdχ ∧ φ
)
dµ(α) = 0
car χ est C1 et constante le long des feuilles.
Dans le cas ge´ne´ral la fonction χ n’est plus C1, et les calculs pre´ce´dents n’ont plus de sens.
D’apre`s le the´ore`me 2.3, pour tout 1 ≤ p <∞ χ est limite uniforme d’une suite de fonctions
lisses χn de sorte que les de´rive´es de χn le long de Lα tendent vers 0 dans L
p, uniforme´ment
en α. On choisit p > 1+ε
ε
, et on e´crit alors
〈χS, dφ〉 = lim
n→∞
〈χnS, dφ〉 =
∫
τ
(∫
Lα
fdχn ∧ φ
)
dµ(α).
Ce dernier terme tend vers 0 car f ∈ L1+ε et p > 1+ε
ε
. 
Le the´ore`me est alors une conse´quence directe de la caracte´risation suivante des courants
uniforme´ment laminaires.
Lemme 1.5. Soit S un courant positif ferme´ porte´ par L, tel que pour toute fonction χ
continue et constante le long des feuilles, χS soit ferme´. Alors S est uniforme´ment laminaire.
De´monstration. On veut montrer que le courant S est dans le coˆne convexe ferme´ engendre´
par les [Lα]. Supposons le contraire. D’apre`s le the´ore`me de Hahn-Banach, il existe une forme
test φ telle que 〈[Lα], φ〉 < 0 pour tout α et 〈S, φ〉 > 0. On conside`re alors un recouvrement
fini de τ par des ouverts Ui de diame`tre infe´rieur a`
1
10 , et une partition continue de l’unite´
θi associe´e. On prolonge les fonctions θi de manie`re constante le long des feuilles. D’apre`s le
lemme, chacun des courants θiS est ferme´. De plus
〈S, φ〉 =
∑
〈θiS, φ〉 > 0
donc il existe i tel que 〈θiS, φ〉 > 0. On pose S1 = ciθiS, ou` la constante ci > 0 est telle que
M(S1) = 1. Comme S1 = ciθifT , S1 est de la forme f1T , ou` f1 ∈ L
1+ε
loc (‖T‖).
On refait la meˆme construction pour S1, avec des ouverts de diame`tre <
1
100 . En appliquant
ite´rativement le proce´de´, on obtient une suite de courants Sk positifs ferme´s de masse 1,
dont les supports convergent vers une certaine feuille L. Ainsi Sk → c[L], avec c > 0. Mais
〈Sk, φ〉 > 0 alors que 〈[L], φ〉 < 0, ce qui est contradictoire. 
Remarque 1.6. Le lemme 1.5 a pour conse´quence directe un re´sultat duˆ a` N. Sibony [Si] :
si L est une lamination transversalement totalement discontinue, et T est un courant positif
ferme´ porte´ par L, alors T est uniforme´ment laminaire.
2. Le the´ore`me d’approximation
2.1. Structure C1. Rappelons d’abord ce qu’on entend par fonction de classe C1 sur une
lamination. Une fonction f sur L sera dite de classe C1(L) si elle est C1 le long des feuilles et
que les de´rive´es de f le long des feuilles sont transversalement continues. On norme l’espace
C1(L) de manie`re naturelle.
APPROXIMATION SUR LES LAMINATIONS 5
Il convient de remarquer que meˆme si L est un feuilletage de classe C1, une fonction C1(L)
n’est pas ne´cessairement la restriction d’une fonction C1 de l’espace ambiant.
On a ne´anmoins dans ce cas un re´sultat d’approximation [De, Lemme 3.23], dont nous
incluons une preuve succinte pour la commodite´ du lecteur.
Lemme 2.1. Si L est de classe C1, toute fonction f ∈ C1(L) est limite dans C1(L) de
restrictions de fonctions C1 de l’espace ambiant.
De´monstration. Apre`s redressement par un diffe´omorphisme de classe C1, on peut supposer
que L est la lamination naturelle de D × τ . Si g est une fonction continue sur τ , on dispose
d’un prolongement continu E(g) de g a` C, ou` E est l’ope´rateur de prolongement de Whitney
C(τ)→ C(C) (voir [St]). En particulier la fonction
(z, α) 7→ E (f(z, ·)) (α)
est de´finie dans D×C. Comme E est line´aire et continu, le prolongement est C1 par rapport
a` la variable z. Il ne reste qu’a` convoler par un noyau re´gularisant de variable α pour obtenir
l’approximation voulue. 
Remarque 2.2. Par un argument analogue a` la preuve du The´ore`me 1.1 on montre que si L
est une lamination par surfaces de Riemann plonge´e satisfaisant la conclusion du lemme, tout
courant positif ferme´ dirige´ par L est uniforme´ment laminaire (voir e´galement [De, Proposition
3.22]).
2.2. Approximation. La notation L de´signe toujours une lamination par graphes au dessus
du disque unite´. On e´crira L ∈ L pour dire que L est une feuille (plaque) de L, et ∇L de´signe le
gradient le long de L. Pour p > 1 on de´signe par W 1,p(L) l’espace de “Sobolev” des fonctions
continues sur L dont les de´rive´es dans les feuilles sont dans Lp, et varient continuˆment au
sens ou` l’application L 7→ ∇Lf est continue. On le munit de la norme
‖f‖W 1,p = ‖f‖L∞ + sup
L∈L
‖∇Lf‖Lp ,
qui en fait un espace de Banach.
Le the´ore`me d’approximation est le suivant.
The´ore`me 2.3. Soit 1 < p < ∞ et f ∈ C1(L). Il existe une suite (fn) de fonctions lisses
dans D× C telles que
‖f − fn‖W 1,p −→n→∞
0
sur tout compact.
La preuve sera de´coupe´e en e´tapes et occupera le reste de la section.
Localisation. Remarquons d’abord qu’en recollant des approximations locales avec une par-
tition de l’unite´, on peut se contenter de re´soudre le proble`me dans un voisinage arbitraire
{0} ×D(0, r) de {0} ×D. En particulier le coefficient de dilatation de l’e´quation de Beltrami
(1) ci-dessous pourra eˆtre choisi arbitrairement petit. On renormalise ensuite pour conside´rer
a` nouveau une lamination dans D× C.
Extension. Graˆce au the´ore`me de S lodkowski, on e´tend la lamination, toujours note´e L,
a` D × C. On peut supposer que les feuilles sont des droites horizontales hors du bidisque
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unite´. Comme au §1.1, l’holonomie entre droites verticales ve´rifie maintenant une e´quation
de Beltrami
(1)
∂hz,z′
∂w¯
= µz,z
′
(w)
∂hz,z′
∂w
,
∣∣∣µz,z′(w)∣∣∣ ≤ κ = 2r
1 + r2
< 1,
ou` r e´te´ de´fini ci-dessus. L’application d’holonomie hz,z
′
est de´finie dans {z} × C, et par la
suite on e´crira indistinctement hz,z
′
(z, w) et hz,z
′
(w). Remarquons que µz,z
′
est de´fini dans C,
et s’annule identiquement hors de D.
Une premie`re approximation. Sur L on dispose de deux syste`mes de coordonne´es : les
coordonne´es standard (z, w) dans D×C et les coordonne´es (z, α), ou` α ∈ C ≃ {0}×C indexe
la feuille Lα a` laquelle le point courant (z, w) appartient.
L’application
Φ : (z, w) 7−→ (z, α) = (z, hz,0(z, w))
est un home´omorphisme qui redresse L, et qui est de classe C1(L). La fonction f ◦Φ−1 est
de´finie sur le ferme´ D× τ de la lamination redresse´e. En utilisant le Lemme 2.1 on approche
f◦Φ−1 par des fonctions gn, de classe C
1 (au sens usuel) dans D×C pour la topologie C1 de la
lamination redresse´e. On a maintenant gn◦Φ→ f dansW
1,p(L), et les fonctions gn = fn◦Φ
−1
sont C1 par rapport a` la variable (z, α) (mais pas par rapport a` (z, w)). Quitte a` remplacer
f par un fn assez proche, il suffit donc de de´montrer le the´ore`me quand f ◦Φ
−1(z, α) est C1
par rapport a` (z, α). 1
Convolution. On convole le coefficient de Beltrami µz(w) = µ0,z(w) par un noyau re´gulari-
sant θε(w). Le nouveau noyau µ
z
ε(w) = µ
z(w) ∗ θε(w) est toujours holomorphe en z donc
l’unique solution h0,zε (w) injective et tangente a` l’identite´ a` l’infini de l’e´quation de Beltrami
correspondante est l’holonomie d’une lamination par graphes Lε dans D × C. D’apre`s un
the´ore`me classique (voir Ahlfors [A]), w 7→ h0,zε (w) est de classe C1, et quand ε → 0, h
0,z
ε
converge uniforme´ment vers h0,z, et les de´rive´es de h0,zε (par rapport a` w) convergent en norme
Lp(κ). L’exposant p(κ) tend vers l’infini quand κ → 0. On choisit κ de sorte que p(κ) > p, p
fixe´ par l’e´nonce´ du the´ore`me.
La famille de laminations Lε tend vers L au sens ou` la feuille Lε(α) issue de (0, α) converge
vers Lα, uniforme´ment relativement a` α. Soit Φε l’home´omorphisme de redressement de Lε
comme pre´ce´demment. On de´finit la fonction fε par
fε(z, w) = f ◦Φ
−1 ◦Φε(z, w) ⇔ fε ◦Φ
−1
ε (z, α) = f ◦Φ
−1(z, α),
autrement dit apre`s redressement, “fε = f”. Il est clair que fε tend uniforme´ment vers f
quand ε→ 0. Nous allons montrer que cette approximation re´sout notre proble`me.
fε est C
1. Il faut prendre garde au fait qu’une lamination dont l’holonomie est C1 n’est
pas un feuilletage C1 en ge´ne´ral (voir le tre`s e´clairant §6 de [PSW]). Ici, nous allons ve´rifier
que l’application de carte
Φ−1ε : (z, α) 7→ (z, w) = (z, (h
0,z
ε )(α))
1Dans le cas, suffisant pour le the´ore`me 1.1, ou` f est constante le long des feuilles, l’utilisation du Lemme
2.1 est superflue. Il suffit d’approcher uniforme´ment f par des fonctions lisses dans la transversale {0} × C et
d’e´tendre les fonctions lisses en constantes le long des feuilles.
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est de classe C1 par rapport a` la variable (z, α). Puisque h0,zε (α) = ϕεα(z) est holomorphe en
z, il suffit de ve´rifier que les de´rive´es dans la direction verticale de h0,zε (α) sont continues par
rapport a` (z, α).
L’argument est le suivant (voir [CG, pp. 22-24] ou [A]) : soit µzε(α) le coefficient de Bel-
trami associe´ a` h0,zε (α) ; µzε(α) est C
1 en α et holomorphe en z. En particulier ∂
∂α
µzε(α) est
continue en (z, α). On peut e´crire ∂
∂α
h
0,z
ε (α) = eϕ, ou` ϕ ve´rifie une e´quation de type Beltrami
de variable z, dont le second membre est ∂
∂α
µzε(α). Ceci implique que les de´rive´es de h
0,z
ε dans
la direction verticale sont uniforme´ment borne´es et Ho¨lderiennes d’exposant 1− 2
p
en α. Par
ailleurs ∂
∂α
h
0,z
ε , vue comme fonction de α, varie continuˆment dans Lp relativement a` la vari-
able z, et donc continuˆment pour la topologie de la convergence uniforme, par e´quicontinuite´.
On en de´duit la continuite´ de ∂
∂α
h
0,z
ε en la variable (z, α).
Convergence en norme W 1,p. On fixe maintenant une feuille L de L, et on va montrer que
‖∇Lfε −∇Lf‖W 1,p → 0. Le lecteur ve´rifiera aise´ment que l’uniformite´ en L est conse´quence
de la preuve.
Quitte a` redresser par une application holomorphe, on peut toujours supposer que L =
L0 = (w = 0). On pose f˜ε = fε ◦ Φ
−1
ε (et de meˆme pour f) de sorte que f˜ε(z, α) = fε(z, w).
Par de´finition de fε, on a
fε(z, 0) = f˜ε(z, h
z,0
ε (z, 0)) = f˜(z, h
z,0
ε (z, 0)),
car hz,0ε (z, 0) est le projete´ du point (z, 0) sur {0} × C le long de Lε. Cette projection n’est
certainement pas injective, puisque Lε est essentiellement paralle`le a` L.
Deux cas se pre´sentent : soit L0 est e´galement une feuille de Lε, auquel cas fε(z, 0) = f(z, 0)
et il n’y a rien a` de´montrer ; dans le cas contraire, les intersections de L et Lε sont transverses
sauf en au plus un nombre localement fini de points [BLS, Lemme 6.4], donc en un point
ge´ne´rique de L, L est une transversale holomorphe locale a` Lε.
Le point crucial de la preuve est le lemme suivant. Il est peut eˆtre de´ja` connu des spe´cialistes,
mais nous ne l’avons pas trouve´ dans la litte´rature. Rappelons que pour toute paire de droites
verticales {z} × C et {z′} × C, l’holonomie hz,z
′
ε est quasiconforme et de dilatation majore´e
par κ.
Lemme 2.4. Soient D1 et D2 deux transversales holomorphes locales a` une feuille L
0
ε de Lε.
Alors l’holonomie
h1,2 : D1 ⊂ U1 −→ U2 ⊂ D2
est quasiconforme de dilatation majore´e par κ.
En d’autres termes, la dilatation ne de´pend pas des transversales, pourvu qu’elles soient
holomorphes.
Preuve du lemme. La lamination Lε est en fait un feuilletage de classe C
1, donc h1,2 est
diffe´rentiable. Pour simplifier les notations, dans la suite de la preuve nous omettrons les
indices ε. Si L est une feuille proche de L0 on pose pour i = 1, 2, pi = (zi, wi) = Di ∩ L, de
sorte que h1,2(p1) = p2. Les droites {z1} × C et {z2} × C sont des transversales respectives
en p1 et p2, donc au voisinage de p1, on peut de´composer h
1,2 en hz2,2 ◦hz1,z2 ◦h1,z1 ou` h1,z1
(resp. hz2,2) envoie localement D1 sur {z1} × C (resp. {z2} × C sur D2).
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L’observation2 est que h1,z1 est diffe´rentiable au point p1, et sa diffe´rentielle est la projection
de Tp1D1 sur {z1} × C paralle`lement a` Tp1L. C’est une application C-line´aire, et donc son
coefficient de Beltrami au point p1 est nul. Il en va de meˆme pour h
z2,2 en p2. Ainsi le coefficient
de dilatation de h1,2 en p1 est majore´ par κ. 
Nous pouvons maintenant terminer la preuve du the´ore`me. On veut majorer f˜(z, 0) −
f˜(z, hz,0ε (z, 0)) en norme W 1,p. D’apre`s la premie`re approximation, f˜ est C1, donc il suffit de
montrer que les de´rive´es de πε : z 7→ h
z,0
ε (z, 0) sont petites en norme Lp.
D’apre`s le lemme, au voisinage de tout point de transversalite´ de L = {w = 0} et Lε, la
projection πε est un home´omorphisme quasiconforme de coefficient de dilatation ≤ κ. Donc
hors d’un ensemble discret de points de L, πε ve´rifie une e´quation de Beltrami
(2)
∂πε
∂z¯
= ν
∂πε
∂z
, avec |ν| ≤ κ.
On identifie L et D et on e´tend ν a` C par ze´ro. Toutes les solutions de cette e´quation sur D
sont de la forme πε = uε ◦kε ou` kε est l’unique home´omorphisme tangent a` l’infini solution
de (2) et uε est holomorphe sur kε(D) [DB]. En particulier ‖∇kε‖Lp ≤ C ou` C ne de´pend que
de κ, et les modules de continuite´ (Ho¨lder) kε et k
−1
ε ne de´pendent e´galement que de κ.
Par ailleurs, Lε est proche de L, donc les feuilles de Lε issues de L coupent {0} × C pre`s
de 0. En particulier l’image de πε, c’est a` dire celle de uε est de petit diame`tre. On fixe un
disque le´ge`rement plus petit D(0, 1 − δ) ⊂⊂ D. On a alors l’estimation
dist(∂(kε(D(0, 1 − δ)), ∂(kε(D))) ≥ c(κ)δ
θ(κ),
et donc d’apre`s la formule de Cauchy, les de´rive´es de uε sont uniforme´ment petites sur
kε(D(0, 1 − δ)). On en conclut que les de´rive´es de kε = uε ◦ kε sont petites en norme L
p
sur tout compact. 
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